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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÏÓÊËÎÑÒÈ È ÂÎÃÍÓÒÎÑÒÈ
ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÉ
Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè, âû-
ïóêëîñòè è âîãíóòîñòè îáîáùåííûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé. Èññëåäîâàíèå
óêàçàííûõ ñâîéñòâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè îñíîâíîé
ëåììû è äîêàçàòåëüñòâå íåêîòîðûõ íåðàâåíñòâ.
Îïðåäåëèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ îáîáùåííóþ ôóíêöèþ
sinp;q(y) êàê ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê èíòåãðàëó:
y = Fp;q(x) =
Z x
0
dt
(1  tq)1=p ;
p; q > 1 , x 2 (0; 1) , y 2 (0; p;q=2) , ãäå
p;q = 2
Z 1
0
dt
(1  tq)1=p :
Ýòà ôóíêöèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî ñèììåòðèè íà (0; p;q) , çà-
òåì ïî íå÷åòíîñòè íà ( p;q; p;q) è ïî ïåðèîäè÷íîñòè  íà âñå
äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ y . Â ñâîþ î÷åðåäü, ôóíêöèþ sh p;q(y)
îïðåäåëèì êàê ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê èíòåãðàëó
y = Fp;q(x) =
Z x
0
dt
(1 + tq)1=p
;
äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x è y; çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåì åå ïî íå÷åò-
íîñòè äëÿ îòðèöàòåëüíûõ y .
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Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ p 7! sinp;q(y) âîãíóòà íà èíòåð-
âàëå (1;1) äëÿ y 2 [0; p;q=2] è q 2 (1;1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî p 2 (0;1)
qxq 1
p(1  xq)
Z x
0
(p; t)dt
2
  2 log(1  x
q)
(1  xq)1=p
Z x
0
(p; t)dt+
+
1
(1  xq)1=p
Z x
0
(p; t)dt > 0:
Çäåñü
(p; t) =
log(1  tq)
(1  tq)1=p ; (p; t) =
log(1  tq)(log(1  tq)  2p)
(1  tq)1=p :
Çíàê íåðàâåíñòâà áóäåò ñòðîãèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùåå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ îáîáùåí-
íûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îáîáùåííûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè âîçíèêàþò êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îäíîìåðíîãî
p -ëàïëàñèàíà è íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìà-
òåìàòèêè, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, òåîðèÿ àïïðîêñèìàöèè, ôóíê-
öèîíàëüíûé àíàëèç (â ÷àñòíîñòè, òåîðèÿ îïåðàòîðîâ) è äð.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò
 14-11-00022).
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Â ÇÀÄÀ×Å ÃÈËÜÁÅÐÒÀ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Ãèëüáåðòà:
îïðåäåëèòü àíàëèòè÷åñêóþ è îãðàíè÷åííóþ â âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè D ôóíêöèþ (z) ïî çàäàííîìó êðàåâîìó óñëîâèþ:
a(t)<(t)  b(t)=(t) = c(t); t 2 @D;
ãäå a(t) , b(t); c(t)  çàäàííûå íà êîíòóðå L âåùåñòâåííîçíà÷-
íûå ôóíêöèè òî÷êè t êîíòóðà L , íåïðåðûâíûå âñþäó, êðîìå
òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà â äâóõ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòÿõ òî÷åê tj , t j , j = 1;2; ::: , êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê +1 ,
 1 , ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèå a(t)2 + b(t)2 6= 0 âûïîëíåíî âî
âñåõ òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ.
Íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè (t) = arg[a(t)   ib(t)]
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:
~(t) =
(
 t
 
+ '(t); t < 0; 0 6   < 1;
+jtj+ + '(t); t > 0; 0 6 + < 1:
